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MATHEMATIQUES

Les calculatrices électroniques non imprimantes avec entrée unique par clavier sont autorisées. Les
calculatrices permettant d’afficher des formulaires ou des tracés de courbe sont interdites. Leur
utilisation sera considérée comme une fraude (Cf. Circulaire n° 5990/0OB/DIR. du 12 08 1998).

EXERCICE 1 : 4 points

1) On admet que tout entier naturel n, strictement supérieur a 1, est premier ou peut se décomposer en

produit de facteurs premiers.

Donner la décomposition en produit de facteurs premiers de 524 et de 629. 0,5 pt

2) Dans I’espace muni d’un repére orthonormé (O U T, E), on considére 1’ensemble I" des points de
coordonnées (x,y, z) tels que z = xy et ’ensemble C des points de coordonnées (x, y, z) tels que
x> +z2=1.

a) Démontrer que les coordonnées (x,y, z) des points d’intersection de I" et C vérifient la

relation x?(1+y?) =1. 0,5 pt

b) En déduire que I" et C ont deux points communs dont les coordonnées sont des entiers relatifs.

0,5 pt

3) Pour tout entier naturel non nul 7, on désigne par P, le plan d’équation z=n"+4.

a) Déterminer I’ensemble des points d’intersection de I' et B, dont les coordonnées sont des entiers

relatifs. 0,5 pt

Dans la suite de I’exercice, on suppose n > 1.
b) Vérifier que (n2 —2n+ 2)(n2 +2n+ 2) =n*+4. 0,5 pt
¢) Montrer alors que n* +4 n’est pas premier. 0,5 pt

d) En déduire que le nombre de points d’intersection de I' et P, dont les coordonnées sont des entiers

relatifs est supérieur ou égal a 8. 0,5 pt

e) Déterminer I’ensemble des points d’intersection de I' et P, dont les coordonnées sont des entiers

relatifs. 0,5 pt
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EXERCICE 2 : 5 points

Dans un tétragdre, la droite passant par un sommet et par le centre de gravité de la face opposée a ce sommet

est appelée médiane et cette face est appelée face associée a cette médiane.

Soient ABCD un tétraedre régulier et A’ le centre de gravité du triangle BCD. Ainsi la droite (AA”) est une
médiane du tétraedre ABCD de face associée (BCD).

1) On veut démontrer la propriété suivante (P) : dans un tétraédre régulier, chaque médiane est
orthogonale au plan de sa face associée.
a) Montrer que AA"-BD=0 et AA"-BC =0. 1pt
b) Montrer alors que dans un tétracdre régulier, chaque médiane est orthogonale au plan de sa
face associée. 1pt
2) Soit G l'isobarycentre de ABCD.
Montrer que G appartient a chacune des médianes de ABCD. 1pt

3) L’espace est muni d’un repére orthonormé (0 ;1, J; E)

On considere les points P(1,2,3), Q(4,2,—1) et R(—2,3,0).

a) Montrer que le tétraedre OPQR n’est pas régulier. 0,5 pt
b) Déterminer les coordonnées de P’, centre de gravité du triangle OQR. 0,5 pt
¢) Vérifier qu’une équation cartésienne du plan (OQR) est : 3x + 2y + 16z = 0. 0,5 pt
d) La propriété (P) est — elle vraie dans un tétragdre quelconque ? 0,5 pt

Probleme : 11 points

Pour tout entier naturel n, on considere la fonction f, définie sur ]O, +oo[ par: f, (x) = ;n et C, sa
x(l + x)
courbe représentative dans le plan muni d’un repére orthonormé (0 ; 7, J) avec ||7]| = ||J|| = 2cm.
Partie A
1) Etudier, pour tout n € N, les variations de f, puis dresser son tableau de variation. 1pt

2) Montrer que f, admet une bijection réciproque notée f,”' dont on précisera le domaine de
définition J. 0,75 pt
3) Etudier, pour tout n € N, la position de C,,, par rapporta C, . 0,5 pt

4) Tracer les courbes C,, C, et C,. 1,25 pt
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Partie B
On pose pout toutn € N, I,, = flz fn (X)dx.

1) a) Montrer que pour tout x > 0, ! 1

x(A+x) x 1+x

b) Calculer I et I,.

2) MontrerqueVn € N*, [ -1 :l (lj —(lj .
n|\3 2

3) Soit A I’aire en cm? du domaine plan délimité par C,, C, et les droites

d’équations x = 1 et = 2. Calculer A.

n—1 k k
4) a) Montrer que pourtoutn =2, I, =1, +§, ot S, = Z ! Klj —(1] } )

o k

b) Montrer que Vn2>1 ; 0]/ S(l]

¢) En déduire la limite de I, puis celle de S,,.

Partie C

On pose, pour tout entier naturel n, I, = Zl L -
k=0

) 2 1
1) Montrer que, pour tout entier naturel n, Z fi(x)=—+—-
P X X X

fn(x) dx .

X

2) En déduire que pour tout entier naturel n, [, = ln(Z\/E) - 12

2

3) Justifier que pour tout entier naturel n, 0 < | ) f"T(x) dx < I, .

4) Déterminer alors la limite de [,.
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